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SUR L'IRRÉDUCTIBILITÉ D'UNE INDUITE
PARABOLIQUE
ALBERTO MÍNGUEZ
Résumé. Let F be a non-Arhimedean loally ompat eld and
let D be a entral division algebra over F . Let pi1 and pi2 be res-
petively two smooth irreduible representations of GL(n1, D) and
GL(n2, F ), n1, n2 ≥ 0. In this artile, we give some suient ondi-
tions on pi1 and pi2 so that the parabolially indued representation
of pi1 ⊗ pi2 to GL(n1 + n2, D) has a unique irreduible quotient. In
the ase where pi1 is a uspidal representation, we ompute the Ze-
levinsky's parameters of suh a quotient in terms of parameters of
pi2. This is the key point for making expliit Howe orrespondene
for dual pairs of type II (f. [Mi1℄).
Codes MSN : 22E50, 22E35.
Introdution
Dans l'étude des représentations irrédutibles d'un groupe rédu-
tif sur un orps loal non arhimédien F , on est amené à onsidérer
aussi des représentations rédutibles. En général, elles ne sont pas semi-
simples et il est très intéressant de onstruire de telles représentations
ayant un unique quotient (ou sous-représentation) irrédutible. C'est
dans ette lignée, par exemple, que l'on trouve les lassiations de
Langlands et de Zelevinsky du type : "l'unique quotient irrédutible
de..." ou "l'unique sous-représentation irrédutible de...".
Cet artile est motivé par la question suivante : Soit D une algèbre
à division de entre F de dimension nie sur F . Si pi1 et pi2 sont deux
représentations lisses irrédutibles de GL(n1, D) et GL(n2, F ) respe-
tivement, est-e que l'induite parabolique, notée pi1 × pi2, de pi1 ⊗ pi2 à
GL(n1 + n2, D) possède un unique quotient irrédutible ?
Nous utilisons des tehniques des fonteurs de Jaquet, ave des
onsidérations de ombinatoire, pour donner des onditions susantes
pour que la réponse soit positive.
Donnons quelques premières appliations de e résultat général : la
représentation pi1 × pi2 admet, en partiulier, un unique quotient irré-
dutible si :
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(1) La représentation pi1 est un aratère de GL(n1, D). C'est une
question qui apparaît naturellement dans la orrespondane de
Howe. Cei prouve une anienne onjeture de M.-F. Vignéras,
f. [MVW, Conjeture 3.III.6℄.
(2) La représentation pi1 est une représentation uspidale. Cei per-
met, dans [Mi1℄, de rendre expliite la orrespondane de Howe
pour les paires duales de type II.
(3) Les représentations pi1 et pi2 sont essentiellement de arré inté-
grable. Cei permet de donner (f. [Mi2℄) une preuve simple,
omplètement ombinatoire, de la lassiation de Zelevinsky
[Ze1℄, des représentations irrédutibles de GL(n,D), en termes
des segments.
Remarquons, pour omprendre l'importane de la question qui motive
et artile, que parmi d'autres appliations, l'uniité du quotient irré-
dutible impliquerait, en partiulier, la onjeture (U0) de Tadi (qui
vient d'être prouvée dans [Se℄) qui permet de déterminer le dual uni-
taire de GL(n,D).
Donnons maintenant plus de détails onernant les diérentes se-
tions de l'artile :
Dans la setion 1, on introduit les notations. Dans la setion 2, on
utilise le lemme géométrique ombinatoire de [Ze1℄, pour donner une
ondition susante pour que l'induite parabolique du produit tenso-
riel de plusieurs représentations irrédutibles n'ait qu'un seul quotient
irrédutible. En setion 3, on introduit les fonteurs de Jaquet et,
en setion 4, on rappelle la lassiation de Tadi des représentations
irrédutibles de GL(n,D).
Dans la setion 5, on ombine es résultats pour donner le théorème
prinipal de et artile (Théorème 5.1). Dans la setion 6, on alule,
ave la lassiation de la setion 4, les paramètres de l'unique quotient
irrédutible de pi1 × pi2, quand la représentation pi1 est uspidale, en
termes des paramètres de pi2.
On utilise e alul, dans la setion 7, pour tirer quelques onsé-
quenes : on donne une ondition ombinatoire néessaire et susante
d'irrédutibilité de pi1×pi2, quand pi1 est uspidale (Théorème 7.4). De
plus, il nous permet de montrer (Théorème 7.7) une onjeture géo-
métrique de Tadi [Ta1, Conjeture 3.6℄ sur l'involution de Zelevinsky
ainsi que la généralisation de la desription ombinatoire de ette in-
volution au as des formes intérieures de GL(n, F ), e qui failite les
aluls de [Ta2℄.
Dans l'appendie, on montre (Corollaire A.3) un lemme jouant un
rle lé dans le alul de [Mi1℄ de la orrespondane thêta expliite
dans le as des paires duales de type II. Il serait très intéressant de
trouver une preuve plus simple, sans devoir utiliser tous les aluls des
setions préédentes, pour, peut-être, généraliser les résultats de [Mi1℄
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aux paires duales de type I. Remarquons que dans le as des représen-
tations des groupes orthogonaux, la représentation induite parabolique
à partir du produit tensoriel de deux représentations uspidales peut
avoir deux sous-modules irrédutibles (f. [Moe℄).
Je voudrais partiulièrement remerier Guy Henniart et Colette M÷-
glin pour leurs nombreux onseils et idées. Je remerie aussi Florent
Benayh-Georges, Goran Mui, Hiroshi Saito et Vinent Séherre pour
les remarques et orretions intéressantes qu'ils m'ont faites à propos
de et artile.
1. Préliminaires
Soient F un orps ommutatif loalement ompat non arhimédien
de aratéristique résiduelle p > 0, D une algèbre à division de entre
F de dimension nie d2 sur F .
On note Mn l'ensemble de matries n × n à oeients dans D et
Nrd : Mn → F la norme réduite. Le groupe GLn(D) des matries
inversibles dans Mn sera noté Gn. Le groupe trivial sera noté G0. On
note ν = |Nrd |F , la valeur absolue de la norme réduite (par abus
de notation on ne fera pas distintion entre ν agissant sur Gn pour
diérent n).
A toute partition (ordonnée) α = (n1, . . . , nr), ni ≥ 0, de l'entier
n, orrespond une déomposition en blos des matries arrées d'ordre
n. On notera Gα le sous-groupe de Gn formé des matries inversibles
diagonales par blos, Pα (resp. Pα) le sous-groupe formé des matries
triangulaires supérieures (resp. inférieures) par blos, et Uα le sous-
groupe de Pα formé des éléments dont les blos diagonaux sont des
matries unité. Le sous-groupe Pα est onjugué à Pα dans Gn ave
α = (nr, . . . , n1).
Dans et artile on ne onsidérera que des représentations lisses om-
plexes et le mot représentation voudra toujours dire représentation lisse
omplexe. On notera Irr(Gn) l'ensemble des lasses d'équivalene des
représentations irrédutibles de Gn. On note Irr l'union disjointe
Irr =
⋃
n≥0
Irr(Gn),
et C le sous-ensemble de Irr formé de représentations uspidales. Le
support uspidal de pi ∈ Irr sera noté supp(pi).
On note r(n1,...,nr),n (resp. r(n1,...,nr),n) le fonteur de Jaquet normalisé
assoié au parabolique standard Pα (resp. Pα).
Soient ρi ∈ Irr(Gni), 1 ≤ i ≤ r. On note ρ1×· · ·×ρr la représentation
indGnPα (ρ1,⊗ · · · ⊗ ρr ⊗ 1Uα) induite parabolique normalisée.
Soit pi une représentation de Gn ; on a un isomorphisme anonique
(réiproité de Frobenius) :
(1.1)
HomGn (pi, ρ1 × · · · × ρr) ≃ HomGα
(
r(n1,...,nr),n(pi), ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr
)
.
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On dispose aussi d'un isomorphisme de réiproité à la Casselman
(f. [Ber, Theorem 20℄) :
(1.2)
HomGn (ρ1 × · · · × ρr, pi) ≃ HomGα
(
ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr, r(n1,...,nr),n(pi)
)
.
On notera Rn le groupe de Grothendiek de la atégorie des Gn-
modules de longueur nie identié au Z-module libre qui a pour base
(pi)pi∈Irr(Gn). Le sous-semigroupe deRn qui onsiste en des sommes nies
pi1 + · · ·+ pik où pii ∈ Irr(Gn), k ≥ 0 sera noté R
+
n . Posons
R =
⊕
n≥0
Rn,
R+ =
⊕
n≥0
R+n .
Si pi1, pi2 ∈ R on note pi1 ≤ pi2 si pi2 − pi1 ∈ R
+
.
On note s. s.(pi) (ou JH(pi)) l'image de pi dans R pour toute repré-
sentation de longueur nie pi.
Si pi est une représentation de Gn on notera gr(pi) = n et pi la ontra-
grédiente de pi.
Si pi est une représentation de longueur nie, alors
s. s.(pi) =
⊕
τi∈Irr,1≤i≤r
miτi, où les τi sont distints.
On dit que les τi forment une suite de omposition de pi et que mi est
la multipliité de τi dans pi.
2. Lemme géométrique ombinatoire
On rappelle ii les résultats de [Ze1, 1.6.℄ et on déduit quelques pre-
miers lemmes simples qui seront utilisés dans la suite.
Soient β, γ deux partitions de n, β = (n1, . . . , nr), γ = (m1, . . . , ms)
et pour i ∈ {1, . . . r} soit ρi une représentation de Gni. On veut aluler
une suite de omposition de r(m1,...,ms),n (ρ1 × · · · × ρr).
Notons Mβ,γ l'ensemble des matries b = (bi,j) telles que
(1) Les bi,j sont des entiers non négatifs,
(2)
∑
j bi,j = ni pour tout i = 1, . . . , r ;
∑
i bi,j = mj pour tout
i = 1, . . . , s.
Fixons b ∈ Mβ,γ et notons βi la partition (bi1, . . . , bis) de ni et γj la
partition (b1j , . . . , brj) de mj .
Les rβi,ni(ρi) sont de longueur nie. Supposons alors JH (rβi,ni(ρi)) ={
σ
(1)
i , σ
(2)
i , . . . σ
(ri)
i
}
où
σ
(k)
i = σ
(k)
i1 ⊗ · · · ⊗ σ
(k)
is , σ
(k)
ij ∈ Irr
(
Gbij
)
, k = 1, . . . , ri.
Pour tous k1, . . . , kr on pose
σj = σ
(k1)
1j × σ
(k2)
2j × · · · × σ
(kr)
rj , 1 ≤ kj ≤ rj ,
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représentation de Gmj , et
σ(k1, . . . , kr) = σ1 ⊗ σ2 ⊗ · · · ⊗ σs,
représentation de Gγ.
Alors, d'après [Ze1, 1.6.℄, les σ(k1, . . . , kr) quand on fait varier les
(k1, . . . , kr) et b ∈ M
β,γ
forment une suite de omposition de la repré-
sentation r(m1,...,ms),n
(
ρ1 × · · · × ρr
)
.
Une première onséquene immédiate est la proposition i-dessous :
Proposition 2.1. Ave les notations préédentes, supposons que pour
tout i, 1 ≤ i ≤ r, toute partition βi = (bi1, bi2) de ni et tout σ
(k)
i =
σ
(k)
i1 ⊗ σ
(k)
i2 ∈ JH (rβi,ni(ρi)) on ait
(1) Ou bien supp
(
σ
(k)
i1
)
*
⋃
1≤j≤i−1
supp (ρj) ;
(2) Ou bien supp
(
σ
(k)
i2
)
*
⋃
i+1≤j≤r
supp (ρj).
Alors la représentation ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr apparaît ave multipliité 1 dans
JH (rβ,n (ρ1 × · · · × ρr)).
Démonstration. D'après e qui préède, les σ(k1, . . . , kr), quand on fait
varier (k1, . . . , kr) et b ∈ M
β,β
, forment une suite de omposition de
rβ,n (ρ1 × · · · × ρr).
Si b est la matrie diagonale dans Mβ,β d'éléments diagonaux n1,
n2, . . . , nr, alors σ(k1, . . . , kr) = ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr et ki = 1 pour tout i.
Il sut don de montrer que pour tout b ∈Mβ,β, b non diagonale, et
tout (k1, . . . , kr), ρ1⊗· · ·⊗ρr n'est pas un sous-quotient de σ(k1, . . . , kr).
Or, si b n'est pas diagonale (par la ondition (2) de la page 4 sur les
matries b), il existe j < i et j′ > i′ tels que bij et bi′j′ soient non nuls.
Soient
i0 = min {i : ∃j < i, bij 6= 0} j0 = min {j : bi0j 6= 0} ,
i′0 = max {i
′ : ∃j′ > i′, bi′j′ 6= 0} j
′
0 = max
{
j′ : bi′0j′ 6= 0
}
.
Par l'hypothèse (1), puisque j0 < i0, pour tout ki0 , supp
(
σ
(ki0 )
i0j0
)
*
supp (ρj0) et don, ρj0 ne peut pas être un sous-quotient de σj0 . Ainsi,
ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr n'est pas un sous-quotient de σ(k1, . . . , kr).
Par l'hypothèse (2), puisque j′0 > i
′
0, pour tout ki′0 , supp
(
σ
(ki′0
)
i′0j
′
0
)
*
supp
(
ρj′0
)
et don, ρj′0 ne peut pas être un sous-quotient de σj′0. Ainsi,
ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr n'est pas un sous-quotient de σ(k1, . . . , kr). 
Corollaire 2.2. Ave les notations préédentes, supposons que pour
tout i, 1 ≤ i ≤ r, toute partition βi = (bi1, bi2) de ni et tout σ
(k)
i =
σ
(k)
i1 ⊗ σ
(k)
i2 ∈ JH (rβi,ni(ρi)), on ait
(1) Ou bien supp
(
σ
(k)
i1
)
*
⋃
1≤j≤i−1
supp (ρj) ;
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(2) Ou bien supp
(
σ
(k)
i2
)
*
⋃
i+1≤j≤r
supp (ρj).
Alors ρ1× · · ·× ρr a un seul sous-module irrédutible et sa multipliité
dans l'induite est égale à 1.
Démonstration. C'est une onséquene du lemme qui suit et de la pro-
position préédente. 
Lemme 2.3. Supposons que ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr apparaît ave multipliité 1
dans
JH (rβ,n (ρ1 × · · · × ρr))
(resp. JH (rβ,n (ρ1 × · · · × ρr)) .)
Alors ρ1× · · ·× ρr a un seul sous-module irrédutible et sa multipliité
dans l'induite est égale à 1.
Démonstration. Supposons qu'il existe pi1 et pi2 deux sous-modules ir-
rédutibles de ρ1 × · · · × ρr et posons pi = pi1 ⊕ pi2. Ainsi
dim (HomGn (pi, ρ1 × · · · × ρr)) ≥ 2.
Par (1.1), on trouve
dim
(
HomGβ (rβ,n (pi) , ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr)
)
≥ 2.
Or, par l'exatitude du fonteur de Jaquet,
JH (rβ,n (pi)) ≤ JH (rβ,n (ρ1 × · · · × ρr)) .
On trouve don que ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr apparaît ave multipliité au moins
2 dans JH (rβ,n (ρ1 × · · · × ρr)) e qui est absurde, par hypothèse. 
3. Les blos dans Fin(Gn)
Pour un ensemble X , M(X) sera l'ensemble de tous les multi-ensem-
bles dans X , i.e, des fontions m : X → N à support ni. On dénit la
somme de multi-ensembles de façon naturelle.
Si Ω ∈ M (C), on pose
|Ω| =
∑
ρ∈C
Ω (ρ) gr (ρ) .
SoitΩ un multi-ensemble de représentations uspidales, ave |Ω| = n.
On note Fin(Gn) la sous-atégorie pleine de Alg (Gn) des représenta-
tions de longueur nie et Fin (Ω) la sous-atégorie pleine de Fin(Gn)
telle que pour tout sous-quotient irrédutible pi de tout élément dans
Fin (Ω), supp(pi) = Ω.
Alors (f. [Cas, Theorem 7.3.2℄) la atégorie Fin(Gn) est produit
diret des blos Fin (Ω) quand Ω parourt tous les multi-ensembles de
représentations uspidales de Gn ave |Ω| = n.
On veut dire par ela,
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(1) Tout pi ∈ Fin (Gn) est une somme direte de représentations
pii ∈ Fin (Ωi), où Ωi 6= Ωj si i 6= j.
(2) HomGn (pii, pij) = 0 si pii ∈ Fin (Ωi) et Ωi 6= Ωj .
Soient n, t deux entiers positifs, t < n et soit pi une représentation de
longueur nie de Gn. La représentation r(t,n−t),n(pi), étant de longueur
nie, se déompose alors :
r(t,n−t),n(pi) =
r⊕
i=1
s⊕
j=1
Πi,j
où, pour tous 1 ≤ i ≤ r et 1 ≤ j ≤ s, Πi,j est une représentation de
longueur nie de Gt × Gn−t telle que tout sous-quotient irréduitble
de Πi,j est la forme pii ⊗ pi
′
j ave pii ∈ Ωi et pi
′
j ∈ Ω
′
j où {Ωi}1≤i≤r
et {Ω′i}1≤j≤s sont deux sous-ensembles de M (C) tels que |Ωi| = t,∣∣Ω′j∣∣ = n− t, pour tous 1 ≤ i ≤ r et 1 ≤ j ≤ s, et Ωi 6= Ωi′ si i 6= i′, et
Ω′j 6= Ω
′
j′ si j 6= j
′
.
Si ρ une représentation irrédutible de Gt, ave supp (ρ) = Ωi, on
pose
Jacρ(pi) =
⊕
1≤j≤s
Πi,j ,
et si ρ′ une représentation irrédutible de Gn−t ave supp (ρ
′) = Ω′j , on
pose
Jacρ′(pi) =
⊕
1≤i≤r
Πi,j.
Remarquons que Jacρ(pi) et Jacρ′(pi) ne dépendent que du support
uspidal de ρ et ρ′, respetivement. Remarquons aussi que on obtient
le fonteur Jacρ à partir du fonteur Jacρ en hangeant dans la dé-
nition de Jacρ le fonteur de Jaquet par son fonteur opposé (d'où la
notation).
Proposition 3.1. Supposons qu'il existe ρ ∈ Irr(Gt), V ∈ Irr(Gn−t)
telles que ρ⊗ V soit un sous-quotient de r(t,n−t),n(pi). Il existe alors ρ
′
une représentation irrédutible ave supp (ρ′) = supp (ρ) et une repré-
sentation V ′ ∈ Irr(Gn−t) telles que pi soit un sous-module de ρ
′ × V ′.
Démonstration. Par hypothèse, Jacρ(pi) 6= 0. Soit ρ
′ ⊗ V ′ un quotient
irrédutible de Jacρ(pi). Alors ρ
′
est une représentation irrédutible ave
supp (ρ′) = supp (ρ) et, la omposée du morphisme non nul dans
HomG(t,n−t) (Jacρ(pi), ρ
′ ⊗ V ′) 6= 0
ave le morphisme surjetif anonique de r(t,n−t),n(pi) vers Jacρ(pi)montre
que
HomG(t,n−t)
(
r(t,n−t),n(pi), ρ
′ ⊗ V ′
)
6= 0,
et, par réiproité de Frobenius on trouve le résultat herhé. 
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4. Représentations de GLn(D)
On va rappeler ii quelques résultats de [Ta1℄ et [Mi2℄. Dans [Ta1,
2℄ (voir aussi [Se, Theorem 3.4℄ pour une preuve diérente valable en
toute aratéristique), on montre qu'il existe une fontion qui, à haque
représentation uspidale ρ assoie un entier stritement positif sρ tel
que, si ρ1 et ρ2 sont deux représentations uspidales de GLn1(D) et
GLn2(D), n1, n2 ≥ 1 alors ρ1 × ρ2 est rédutible si, et seulement si
ρ1 = ν
sρ1ρ2 ou ρ1 = ν
−sρ1ρ2.
Pour toute représentation ρ uspidale on pose νρ = ν
sρ .
Soit ρ ∈ C, n ∈ N∗. On pose
∆ =
{
ρ, νρρ, . . . , ν
n−1
ρ ρ
}
.
On appelle ∆ un segment et l'ensemble de tous les segments sera noté
S.
On dit que ∆ =
{
ρ, νρρ, . . . , ν
n−1
ρ ρ
}
, ∆′ =
{
ρ′, νρ′ρ
′, . . . , νn
′−1
ρ′ ρ
′
}
sont liés si ∆ ∪∆′ est enore un segment et ∆ * ∆′ et ∆′ * ∆.
On dit que ∆ préède ∆′ s'ils sont liés et il existe τ ∈ ∆ tel que
ρ′ = τντ . On dit que ∆ ≥ ∆
′
s'il existe r ∈ N∗ tel que
ρ = νrρρ
′, ou bien ρ = ρ′ et n ≥ n′.
L'ordre ainsi déni n'est total que si l'on se restreint à des segments
inlus dans l'ensemble
{
ρνtρ : t ∈ Z
}
, où ρ est xé..
Un multisegment est un multi-ensemble de segments de la forme i-
dessus. On dira qu'un multisegment est rangé si l'on peut l'identier à
l'ensemble indié (∆1, . . . ,∆r) où
∆r ≮ ∆r−1 ≮ · · · ≮ ∆2 ≮ ∆1.
Proposition 4.1. A haque segment ∆ =
{
ρ, νρρ, . . . , ν
n−1
ρ ρ
}
, ρ étant
une représentation uspidale de Gp, on peut assoier des représenta-
tions irrédutibles 〈∆〉 et 〈∆〉t telles que
(1) 〈∆〉 (resp. 〈∆〉t) est l'unique sous-module (resp. quotient) irré-
dutible de ρ× νρρ× · · · × ν
n−1
ρ ρ.
(2) r(p,...,p),np (〈∆〉) = ρ⊗νρρ⊗· · ·⊗ν
n−1
ρ ρ (resp. r(p,...,p),np
(
〈∆〉t
)
=
νn−1ρ ρ⊗ · · · ⊗ νρρ⊗ ρ).
Les représentations 〈∆〉 et 〈∆〉t sont aussi aratérisées par la propriété
(2). L'ensemble de représentations de la forme 〈∆〉t est l'ensemble des
représentations essentiellement de arré intégrable.
Démonstration. Cf. [Ta1, 2.7.℄ 
A partir d'un argument d'unitarité on montre le théorème suivant,
lé dans toute la onstrution qui suit :
Théorème 4.2. Les onditions suivantes sont équivalentes
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(1) Pour tous 1 ≤ i, j ≤ r, les segments ∆i et ∆j ne sont pas liés.
(2) 〈∆1〉 × · · · × 〈∆n〉 est irrédutible.
(3) 〈∆1〉
t × · · · × 〈∆n〉
t
est irrédutible.
Démonstration. 1 équivaut à 3 par [Ta1, 2.5.℄. 2 équivaut à 3 par [Aub,
Corollaire 3.9.(b)℄, ar les représentations 〈∆〉 et 〈∆〉t se orrespondent
par l'involution de Zelevinsky. 
Les théorèmes i-dessous, lassient toutes les représentations irré-
dutibles de Gn en fontion des représentations uspidales de Gi, i ≤ n.
Théorème 4.3. (1) Soient ∆1, . . . ,∆r des segments et supposons
que, si i < j, ∆i ne préède pas ∆j. Alors la représentation
〈∆1〉
t × · · · × 〈∆r〉
t
admet un unique quotient irrédutible. Il
est noté 〈∆1, . . . ,∆r〉
t
. La multipliité de 〈∆1, . . . ,∆r〉
t
dans
JH
(
〈∆1〉
t × · · · × 〈∆r〉
t
)
est égale à 1.
(2) Les représentations 〈∆1, . . . ,∆r〉
t
et 〈∆′1, . . . ,∆
′
r′〉
t
sont équiva-
lentes si, et seulement si, les suites (∆1, . . . , ∆r) et (∆
′
1, . . . ,∆
′
r′)
sont égales à l'ordre près.
(3) Toute représentation irrédutible de Gn peut s'érire sous la
forme 〈∆1, . . . ,∆r〉
t
.
Démonstration. Cf. [Ta1, 2℄ 
C'est une paramétrisation à la Langlands. De même, on trouve un
théorème similaire, à la Zelevinsky, quand on hange le mot "quotient"
par "sous-module" :
Théorème 4.4. (1) Soient ∆1, . . . ,∆r des segments et supposons
que, si i < j, ∆i ne préède pas ∆j. Alors la représentation
〈∆1〉×· · ·×〈∆r〉 admet une unique sous-représentation irrédu-
tible. On la note 〈∆1, . . . ,∆r〉. La multipliité de 〈∆1, . . . ,∆r〉
dans JH
(
〈∆1〉 × 〈∆2〉 × · · · × 〈∆r〉
)
est égale à 1.
(2) Les représentations 〈∆1, . . . ,∆r〉 et 〈∆
′
1, . . . ,∆
′
r′〉 sont équiva-
lentes si, et seulement si, les suites (∆1, . . . , ∆r) et (∆
′
1, . . . ,∆
′
r′)
sont égales à l'ordre près.
(3) Toute représentation irrédutible de Gn peut s'érire sous la
forme 〈∆1, . . . ,∆r〉.
Démonstration. Cf. [Mi2, 2.3.6℄ 
Remarque 4.5. Si {∆1, . . . ,∆r} est un multi-segment rangé, ave
∆1 =
{
ρ, νρρ, . . . , ν
n−1
ρ ρ
}
, alors
Jacρ
(
〈∆1, . . . ,∆r〉
t
)
6= ∅.
En eet, 〈∆1, . . . ,∆r〉
t
étant un quotient de 〈∆1〉
t×· · ·×〈∆r〉
t
, 〈∆1〉
t⊗
· · · ⊗ 〈∆r〉
t ∈ r
(
〈∆1, . . . ,∆r〉
t
)
, ave r le fonteur de Jaquet assoié
au parabolique approprié.
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Dénition 4.6. L'automorphisme d'algèbre de R qui envoie la repré-
sentation 〈∆1, . . . ,∆r〉 vers 〈∆1, . . . ,∆r〉
t
est appelée l'involution de
Zelevinsky.
Remarque 4.7. Soit X un sous-ensemble maximal de C vériant la
propriété suivante : si ρ1, ρ2 ∈ X , n ∈ Z et ρ1 = νnρ2 , alors n = 0.
Notons R(ρ) le sous-ensemble de R formé des représentations dont le
support est inlus dans l'ensemble
{
ρνtρ : t ∈ Z
}
. Alors [Ta1, 3℄
R =
⊗
ρ∈X
R(ρ).
5. Uniité du sous-module
Le but de ette setion est de donner des onditions susantes sur
deux représentations irrédutibles pi et ρ pour que leur induite parabo-
lique pi×ρ n'ait qu'un seul sous-module irrédutible. C'est un problème
très intéressant : si 'était toujours le as, i.e. si l'induite parabolique du
produit tensoriel de deux représentations irrédutibles avait toujours un
seul sous-module irrédutible alors ela montrerait la onjeture (U0)
de [Ta1℄, i.e. le fait que l'induite pi × ρ de deux représentations irré-
dutibles unitaires de GLi(D) et GLj(D) respetivement reste toujours
irrédutible. Cette onjeture vient d'être prouvée par V. Séherre (f.
[Se℄).
Théorème 5.1. Soient ∆1, . . . ,∆r des segments non liés vériant la
ondition suivante
(5.1) Si i 6= j, alors ou bien ∆i = ∆j ou bien ∆i ∩∆j = ∅.
Soit ρ = 〈∆1, . . . ,∆r〉
t
(resp. 〈∆1, . . . ,∆r〉) et pi ∈ Irr(Gn). Alors pi×ρ
a un seul sous-module irrédutible et il apparaît ave multipliité 1 dans
JH (pi × ρ).
Dénition 5.2. Soient pi ∈ Irr(Gn) et ρ ∈ Irr(Gp), p ≤ n. On dénit
l'entier l
supp(ρ)
pi par
lsupp(ρ)pi = max
{
i : ∃τ1 ∈ Irr(Gn−i), τ2 ∈ Irr(Gi)
ave HomGn(pi, τ1 × τ2) 6= 0, et supp(τ2) ⊂ supp(ρ)
}
.
Remarque 5.3. On a aussi
lsupp(ρ)pi = max
{
i : ∃τ ′1 ∈ Irr(Gn−i), τ
′
2 ∈ Irr(Gi)
ave τ ′1 ⊗ τ
′
2 ∈ JH
(
r(n−i,i),n (pi)
)
, et supp(τ ′2) ⊂ supp(ρ)
}
.
En eet, si τ ′1 ∈ Irr(Gn−i) et τ
′
2 ∈ Irr(Gi), ave
supp (τ ′2) ⊂ supp (ρ) ,
d'après la proposition 3.1, il existerait τ1 ∈ Irr(Gn−i) et τ2 ∈ Irr(Gi),
ave
supp (τ2) = supp (τ
′
2) ⊂ supp (ρ)
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et HomGn(pi, τ1 × τ2) 6= 0.
Cette remarque nous permet de dénir l'entier l
supp(ρ)
pi pour pi une
représentation de longueur nie (non néessairement irrédutible).
Démonstration du du théorème 5.1. Posons pour simplier l = l
supp(ρ)
pi .
Soient τ1 ∈ Irr(Gn−l), τ2 ∈ Irr(Gl), ave HomGn(pi, τ1 × τ2) 6= 0, et
supp(τ2) ⊂ supp(ρ). Alors,
(1) La ondition (5.1) nous dit que les segments de ρ ne sont pas liés
ave eux de τ2 dans la paramétrisation à la Langlands (resp. à
la Zelevinsky). La représentation τ = τ2×ρ est don irrédutible
d'après [Ta1, Prop. 2.2℄ (resp. [Mi2, 2.3.8℄).
(2) Par maximalité de l
supp(ρ)
pi et la remarque préédente, pour tout
i ≥ 1 et tous
ρ1 ⊗ ρ2 ∈ JH
(
r(n−l−i,i),n−l (τ1)
)
,
ρ1 ∈ Irr(Gn−l−i) et ρ2 ∈ Irr(Gi), on a
supp (ρ2) * supp (τ) .
Le théorème déoule du fait que τ et τ1 sont alors deux représenta-
tions irrédutibles qui satisfont aux onditions du orollaire 2.2. Leur
induite n'a alors qu'un seul sous-module irrédutible et don, pi × ρ,
sous-module non nul de τ1 × τ , n'a, lui aussi, qu'un seul sous-module
irrédutible. 
Remarque 5.4. Si V est l'unique sous-module irrédutible de pi × ρ,
alors l
supp(ρ)
V = l
supp(ρ)
pi + t, où t = gr(ρ). En eet, l'inégalité l
supp(ρ)
V ≥
l
supp(ρ)
pi + t est laire. Pour l'autre, on remarque que, puisque le fon-
teur de Jaquet est exat, pour tout ρ′ ∈ Irr, si Jacρ′(V ) 6= 0, alors
Jacρ′(pi × ρ) 6= 0 et don l
supp(ρ)
V ≤ l
supp(ρ)
pi×ρ . Ce dernier entier, par le
lemme géométrique, vaut l
supp(ρ)
pi + t.
En passant à la ontragrédiente on trouve :
Corollaire 5.5. Ave les mêmes hypothèses, pi×ρ a un unique quotient
irrédutible et il apparaît ave multipliité 1.
De la même façon, en utilisant le fonteur de Jaquet opposé et en
redénissant de façon appropriée l'entier l, on montre le théorème i-
dessous.
Théorème 5.6. Ave les hypothèses de 5.1, ρ×pi a un seul sous-module
(resp. quotient) irrédutible et il apparaît ave multipliité 1.
On onsidère pourtant que les onditions ne sont pas néessaires et
on se pose la question suivante :
Question 5.7. Est-e que l'induite parabolique du produit tensoriel
de deux représentations irrédutibles a toujours un seul sous-module
irrédutible ?
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Remarquons que l'induite du produit tensoriel de trois représen-
tations irrédutibles peut avoir deux sous-modules irrédutibles (Par
exemple, f. [Ze1, 11.2℄, la représentation 1× | | × 1 de GL3(F )).
6. Calul expliite
Dans ette setion on se propose de aluler les paramètres de Lan-
glands de l'unique sous-module irrédutible de pi×ρ. Le premier lemme
est une transription du lemme II.9. de [MW℄ dans nos notations.
Nous introduisons quelques autres notations dont nous aurons be-
soin. On xe une représentation uspidale α de GLn(D). D'après la re-
marque 4.7, il sut de aluler les paramètres de Langlands de l'unique
sous-module de pi×α pour pi une représentation irrédutible dansR(α).
Ainsi on peut identier un segment ∆ = {νtαα, ν
t+1
α α, . . . , ν
r
αα} à une
suite {t, t+ 1, . . . , r}. Dorénavant, s'il n'y pas d'ambiguïté, quand on a
xé une représentation uspidale, on utilisera indiéremment les deux
notations. On notera aussi b (∆) = t (ou b (∆) = νtαα), e (∆) = r (ou
e (∆) = νrαα) et
+∆ (resp. −∆) le segment +∆ = {νt−1α α, . . . , ν
r
αα}
(resp .
−∆ = {νt+1α α, . . . , ν
r
αα}).
On notera aussi 〈∅〉t la représentation triviale de G0 et pour toute
représentation V , V̂ = 〈∅〉t (e qui signie, en pratique, qu'on te la
présene de V dans la notation). Le lemme i-dessous est une adap-
tation du lemme II.9. de [MW℄ dans nos notations, la preuve étant la
même :
Lemme 6.1. Soient  un entier, ρ = νcα la représentation assoiée de
GL (n,D) , et pi une représentation irrédutible de GL (N − n,D) para-
métrée, à la Langlands, par le multisegment rangé m = {∆1, . . . ,∆r}.
Alors l'ensemble des représentations irrédutibles de GL (N,D) qui sont
isomorphes à des sous-représentations de pi × ρ (resp. à des quotients
de ρ × pi) est inlus dans l'ensemble des représentations irrédutibles
suivantes :
〈{c} ,∆1, . . . ,∆r〉
t
〈∆1, . . . ,
+∆s, . . . ,∆r〉
t
où ∆s est un segment de m débutant à c+1,
et où s parourt les entiers vériant la propriété suivante : notons
∆j(1), . . . ,∆j(tpi) les segments de m (dans l'ordre déroissant) ommen-
çant par c ; pour tout entier v ompris entre 1 et r, on dénit, indutive-
ment sur v, l'entier i (v) omme étant soit le plus grand entier diérent
de i (1) , . . . , i (v − 1), tel que ∆i(v) ommene par c + 1 et soit préédé
par ∆j(v), soit i(v) = r+ 1 si un tel entier n'existe pas ; alors s ne doit
pas être l'un des entiers i(v) qui viennent d'être dénis.
On note k(1), . . . , k(wpi), eux des entiers j(v), pour v ∈ {1, . . . , tpi},
pour lesquels i(v) est inférieur ou égal à r, k(1), . . . , k(wpi) étant érits
dans l'ordre roissant. Remarquons qu'on a wpi ≤ tpi. On note aussi
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h(1), . . . , h(wpi) les i(v) orrespondants ; l(1), . . . , l(upi) les i(v) dié-
rents de eux qui viennent d'être dénis. On pose l′pi = (tpi − wpi) et
s(1), . . . , s(l′pi) les i(v) diérents de eux qui viennent d'être dénis.
Remarquons que les entiers tpi, wpi, upi, l
′
pi ne dépendent que des seg-
ments {∆1, . . . ,∆r}. On garde pourtant les sous-indies pi pour simpli-
er la notation.
Le lemme suivant est la lé de tout e qui suit :
Lemme 6.2. Soient ∆ = {b, . . . , e} ,∆′ = {b′, . . . , e′} deux segments
tels que ∆ préède ∆′. Alors Jacb
(
〈∆,∆′〉t
)
6= ∅ ⇔ b′ 6= b+ 1
Démonstration. On a une suite exate
0→ 〈∆ ∪∆′〉
t
× 〈∆ ∩∆′〉
t
→ 〈∆〉t × 〈∆′〉
t
→ 〈∆,∆′〉
t
→ 0.
Par le lemme géométrique on a :
(1) La représentation r((e′−b)n,n),(e′−b+1)n
(
〈∆〉t × 〈∆′〉t
)
est ompo-
sée des représentations
(
〈−∆〉t × 〈∆′〉t
)
⊗b et
(
〈∆〉t × 〈−∆′〉t
)
⊗
b′.
(2) La représentation r((e′−b)n,n),(e′−b+1)n
(
〈∆ ∪∆′〉t × 〈∆ ∩∆′〉t
)
est
omposée des représentations
(
〈−(∆ ∪∆′)〉t × 〈∆ ∩∆′〉t
)
⊗b et(
〈(∆ ∪∆′)〉t × 〈−(∆ ∩∆′)〉t
)
⊗ b′ (si ∆ ∩∆′ 6= ∅).
et don
Jacb
(
〈∆〉t × 〈∆′〉
t
)
=
(〈
−∆
〉t
× 〈∆′〉
t
)
⊗ b
Jacb
(
〈∆ ∪∆′〉
t
× 〈∆ ∩∆′〉
t
)
=
(〈
−(∆ ∪∆′)
〉t
× 〈∆ ∩∆′〉
t
)
⊗ b.
Ainsi, par exatitude du fonteur de Jaquet, on a Jacb
(
〈∆,∆′〉t
)
=
〈−∆,∆′〉t ⊗ b si, et seulement si, 〈−∆〉t × 〈∆′〉t 6= 〈−(∆ ∪∆′)〉t ×
〈∆ ∩∆′〉t, i.e, si b′ 6= b+ 1. 
Cela implique le
Corollaire 6.3. Ave les notations de 5.1 et 6.1, ρ étant toujours une
représentation uspidale de Gn, on a l
{ρ}
pi ≤ nl′pi.
Démonstration. Pour tout entier i ompris entre 1 et r, on pose
Vi =

∆i, si i /∈ {h (v) : 1 ≤ v ≤ wpi} ∪ {k (v) : 1 ≤ v ≤ wpi}〈
∆h(v),∆k(v)
〉t
, si i = h (v) , 1 ≤ v ≤ wpi,
〈∅〉t , si i = k (v) , 1 ≤ v ≤ wpi
D'après [MW, Preuve du Lemme II.9℄ pi est un quotient de V1×· · ·×Vr,
et don, par exatitude du fonteur de Jaquet l
{ρ}
pi ≤ l
{ρ}
V1×···×Vr
.
D'un autre té, par le lemme 6.2, les seuls Vi tels que Jacρ(Vi) 6= ∅
sont les Vs(i) ave 1 ≤ i ≤ l
′
pi et don, par le lemme géométrique
l
{ρ}
V1×···×Vr
= nl′pi,
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qui prouve le lemme. 
On dénit deux opérateurs :
Qc : M(S) −→M(S)
Sc : M(S) −→M(S),
par les formules i-dessous. Notons pi = 〈∆1, . . . ,∆r〉
t
; on rappelle
qu'on a déni en 6.1 des entiers upi, l
′
pi. Alors :
Qc ({∆1, . . . ,∆r}) =
{{
∆1, . . . ,
+∆l(1), . . . ,∆r
}
si upi ≥ 1
{{c} ,∆1, . . . ,∆r} si upi = 0
Sc ({∆1, . . . ,∆r}) =
{{
∆1, . . . ,
−∆s(l′pi), . . . ,∆r
}
si l′pi ≥ 1
∅ si l′pi = 0,
où le multisegment {∆1, . . . ,∆r} est supposé rangé.
Le lemme i-dessous expliite, en termes des segments, l'ation de Sc
sur un multisegment :
Lemme 6.4. Soit {∆1, . . . ,∆r} un multisegment. Notons {∆
′
1, . . . ,∆
′
r′}
le multisegment Sc({∆1, . . . ,∆r}), et pi = 〈∆1, . . . ,∆r〉
t
Alors,
(1) ∆′h(v) = ∆h(v) et ∆
′
k(v) = ∆k(v) pour tout v = 1, . . . , tpi,
(2) ∆′l(v) =
{
−∆′s(l′pi) si v = 1
∆′l(v−1) si v = 2, . . . , wpi + 1.
Démonstration. On a ∆′j(v) =
{
∆′j(v) si v < j
−1 ◦ s(l′pi)
∆′j(v+1) si v ≥ j
−1 ◦ s(l′pi).
Montrons (1) par réurrene sur v :
Par onstrution de k, il n'y a pas de segment ∆α ommençant par
c+1 qui préède ∆j(t) pour j(t) < k(1). Par minimalité dans l'ensemble
des ∆s(α),
−∆s(l′pi) ne préède auun des ∆j(t) pour j(t) < k(1). D'où
∆′k(1) = ∆k(1).
∆h(1) est un segment dans {∆
′
1, . . . ,∆
′
r} ommençant par c+ 1, préé-
dant ∆′k(1) et minimal parmi les ∆α vériant es deux propriétés.
 Si k(1) < s(l′pi), alors
−∆s(l′pi) ne préède pas ∆
′
k(1).
 Si k(1) > s(l′pi), puisque ∆h(1) ne préède pas ∆s(l′pi) (par onstru-
tion de h(1)), alors ∆h(1) ≤
− ∆s(l′pi),
d'où
∆′h(1) = ∆h(1).
Supposons maintenant que ∆′h(i) = ∆h(i) et ∆
′
k(i) = ∆k(i) pour tout
i ∈ {1, . . . , v}, et montrons que ∆′h(v+1) = ∆h(v+1) et ∆
′
k(v+1) = ∆k(v+1).
Il n'y a pas de segment ∆α ommençant par c+ 1 qui préède ∆j(t)
pour j(t) < k(v + 1) et j(t) /∈ {k(1), . . . , k(v)}. Par minimalité
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l'ensemble des ∆s(α), le segment
−∆s(l′pi) ne préède auun des ∆j(t)
pour j(t) < k(v+1) et j(t) /∈ {k(1), . . . , k(v)} (e sont des "∆s(β)". . .).
D'où
∆′k(v+1) = ∆k(v+1).
∆h(v+1) est un segment dans {∆
′
1, . . . ,∆
′
r} ommençant par c+ 1, pré-
édant ∆′k(v+1) diérent des ∆h(β), pour β ≤ v et minimal parmi les ∆α
vériant es trois propriétés.
 Si k(v + 1) < s(l′pi), alors
−∆s(l′pi) ne préède pas ∆
′
k(v+1).
 Si k(v + 1) > s(l′pi), puisque ∆h(v+1) ne préède pas ∆s(l′pi) (par
onstrution de h(v + 1)), alors ∆h(v+1) ≤
− ∆s(l′pi),
d'où
∆′h(v+1) = ∆h(v+1).
Pour montrer (2) il sut, d'après e qui préède, de remarquer que
∆l(1) ≤
− ∆s(l′pi). 
Le orollaire suivant est une onséquene immédiate :
Corollaire 6.5. (1) Si l′pi ≥ 1, alors Qc ◦ Sc = IdM(S).
(2) Si l′pi ≥ 1, alors l
′
〈Sc({∆1,...,∆r})〉
t = l′〈∆1,...,∆r〉t − 1.
(3) l′
〈Qc({∆1,...,∆r})〉
t = l′〈∆1,...,∆r〉t + 1.
(4) Si ωi est l'un des sous-modules dérits dans le lemme 6.1 et
ωi ≇ 〈Qc ({∆1, . . . ,∆r})〉
t
, alors l′ωi = l
′
〈∆1,...,∆r〉
t.
Le théorème suivant est la onlusion de notre étude soigneuse :
Théorème 6.6. Soient ρ une représentation uspidale de Gn, pi =
〈∆1, . . . ,∆r〉
t
. Ave les notations préédentes, on a :
(1) l
{ρ}
pi = nl′pi
(2) L'unique sous-module irrédutible de 〈∆1, . . . ,∆r〉
t × ρ est
〈Qc ({∆1, . . . ,∆r})〉
t .
(3) Si l′pi ≥ 1, 〈∆1, . . . ,∆r〉
t
est un sous-module irrédutible de
〈Sc ({∆1, . . . ,∆r})〉 × ρ.
(4) L'unique quotient irrédutible de ρ× 〈∆1, . . . ,∆r〉
t
est
〈Qc ({∆1, . . . ,∆r})〉
t .
Démonstration. (3) est une onséquene de (2) et 6.5.(1).
Montrons (1) et (2) par réurrene sur l′pi.
Si l′pi = 0, d'après 6.3 on a l
{ρ}
pi = 0. Si pi × ρ avait pour sous-
modules l'un des ωi 6= 〈Qc ({∆1, . . . ,∆r})〉
t
, on aurait, par 6.5.(4),
l'galité l′ωi = 0, don l
{ρ}
ωi = 0 e qui est absurde par 5.4.
Supposons l′pi = k > 0. Alors, par 6.5.(2),
l′
〈Sc({∆1,...,∆r})〉
t = l′〈∆1,...,∆r〉t − 1
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don, par hypothèse de réurrene, le théorème est vrai pour la repré-
sentation 〈Sc ({∆1, . . . ,∆r})〉
t
, i.e.
(1) 〈Qc ◦ Sc ({∆1, . . . ,∆r})〉
t
est l'unique sous-module de pi×ρ. Or,
〈Qc ◦ Sc ({∆1, . . . ,∆r})〉
t = pi
par 6.5.(1).
(2) l
{ρ}
〈Sc({∆1,...,∆r})〉
t = n(k − 1).
Par 5.4, on a que l
{ρ}
pi = n(k − 1) + n = kn.
Finalement supposons que pi × ρ a pour sous-module l'un des ωi 6=
〈Qc ({∆1, . . . ,∆r})〉
t
. Alors, par 6.5.(4) on aurait l′ωi = l
′
〈∆1,...,∆r〉
t =
k. On vient de montrer que, si l′ωi = k, on trouve par hypothèse de
réurrene l
{ρ}
ωi = kn = l
{ρ}
pi e qui est absurde, par 5.4.
(4) est une onséquene de (1), de 6.5.(4) et de 5.6 e qui ahève la
démonstration du théorème. 
7. Appliations
La proposition suivante est due à [GK℄ dans le as où D = F , mais
leur preuve n'est pas valable quand D n'est pas ommutatif ar la
transposée d'une matrie inversible n'est plus forément inversible. Elle
déoule immédiatement des parties 2. et 4. du théorème préédent.
Proposition 7.1. Soient pi, pi′ ∈ Irr, ρ ∈ C. Les onditions suivantes
sont équivalentes :
(1) Hom (pi′, pi × ρ) 6= 0;
(2) Hom (ρ× pi, pi′) 6= 0.
Remarque 7.2. On pense, bien sûr, que l'hypothèse ρ uspidale n'est
pas néessaire.
Notons∆j′(1), . . . ,∆j′(t′pi) les segments dem (dans l'ordre déroissant)
se terminant par c ; pour tout entier v ompris entre 1 et t′pi, on dénit
indutivement sur v, l'entier i′(v) omme étant soit le plus petit entier
diérent de i′(1), . . . , i′(v−1), tel que ∆i′(v) termine par c−1 et préède
∆j′(t′pi−v+1), soit i
′(v) = r + 1 si un tel entier n'existe pas. On note
l′(1), . . . , l′(u′pi) les i
′(v) diérents de eux qui viennent d'être dénis.
ω′0 = 〈{c} ,∆1, . . . ,∆r〉
t
.
ω′i =
〈
∆1, . . . ,∆
+
l′(i), . . . ,∆r
〉t
, où i ∈ 1, . . . , u′pi.
On a déni les entiers j′(v), i′(v) pour que, en appliquant la ontra-
grédiente à partir du théorème 6.6(2), on trouve :
Corollaire 7.3. L'unique quotient irrédutible de pi×ρ est ω′1, si u
′
pi > 0
où ω′0, si u
′
pi = 0.
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Si pi × ρ est irrédutible, alors il est lair que u′pi = upi = 0. Réi-
proquement, si u′pi = upi = 0 on a que ω0 = ω
′
0 est le seul quotient et
sous-module irrédutible de pi × ρ. Or, d'après 5.1, ω0 apparaît ave
multipliité 1 dans JH(pi × ρ), d'où
Théorème 7.4. pi×ρ est irrédutible si, et seulement si, u′pi = upi = 0.
Maintenant il est lair que tout e qui préède dans ette setion
est aussi vrai pour les paramétrisations à la Zelevinsky. Il sut de
remplaer, dans les énonés et les preuves,
(1) Le mot quotient par sous-représentation,
(2) le mot sous-représentation par quotient,
(3) le sens de toutes les èhes
(4) le symbole 〈 〉t par 〈 〉,
(5) le fonteur r (resp. r) par le fonteur r (resp. r).
Ainsi, on montre un théorème similaire au théorème 6.6 :
Théorème 7.5. (1) L'unique quotient irrédutible de la représen-
tation 〈∆1, . . . ,∆r〉 × ρ est 〈Qc ({∆1, . . . ,∆r})〉 .
(2) L'unique sous-module irrédutible de ρ× 〈∆1, . . . ,∆r〉 est
〈Qc ({∆1, . . . ,∆r})〉 .
Corollaire 7.6. Soient ρ une représentation uspidale et pi une repré-
sentation irrédutible. Notons τ l'involution de Zelevinsky (voir 4.6).
Les onditions suivantes sont équivalentes :
(1) V est un sous-module irrédutible de ρ× pi.
(2) τ (V ) est un sous-module irrédutible de τ (pi)× τ (ρ) .
Démonstration. C'est une onséquene de 7.5.(2), 6.6.(2) et 4.7. 
La onséquene de e orollaire est que les résultats du papier [MW℄
sont valables pour des représentations omplexes de GLr(D) omme
'était onjeturé dans [Ta1, Conjeture 3.6℄. En eet, toute la partie
I de [MW℄ était onsaré à la preuve du orollaire 7.6 pour pi et ρ
des représentations irrédutibles d'une ertaine algèbre de Heke mais
pour la preuve du théorème qui suit, ils n'utilisaient que le orollaire
préédent.
Théorème 7.7. L'involution τ vérie la desription géométrique de
[Ze2℄ et la desription ombinatoire de [MW℄.
Démonstration. Il sut de hanger dans la preuve du théorème [MW,
II.13℄ la proposition [MW, I.7.3℄ par le orollaire préédent. 
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Annexe A. La orrespondane thêta
Ii on montre un lemme qui nous aidera à aluler expliitement la
orrespondane thêta dans [Mi1℄. On ontinue ave les notations de la
setion 6. Soient a, b, c des entiers.
Lemme A.1. Soit {∆′1, . . . ,∆
′
r′} un multisegment et posons pi la sous-
représentation irrédutible de 〈∆′1, . . . ,∆
′
r′〉
t×〈c〉 et pi′ la sous-représen-
tation irrédutible de 〈b, . . . , b− a,∆′1, . . . ,∆
′
r′〉
t × 〈c〉.
Si c /∈ {b, b− a− 1} et pi = 〈∆1, . . . ,∆r〉
t
, alors
pi′ = 〈b, . . . , b− a,∆1, . . . ,∆r〉
t .
Démonstration. La ondition c /∈ {b, b− a− 1} équivaut au fait que c
et c + 1 appartiennent tous les deux à {b, b− 1, . . . , b− a, b− a− 1}
ou auun des deux. Ainsi, si l'on note {δ1, . . . , δn} (resp. {δ
′
1, . . . , δ
′
n′})
le sous-ensemble de {∆′1, . . . ,∆
′
r′} (resp. {b, . . . , b− a,∆
′
1, . . . ,∆
′
r′} des
segments ommençant par c ou c+ 1 on a que :
(1) Si c ∈ {b, b− 1, . . . , b− a, b− a− 1}, alors
{c, c+ 1, δ1, . . . , δn} = {δ
′
1, . . . , δ
′
n′} .
(2) Si c /∈ {b, b− 1, . . . , b− a, b− a− 1}, alors
{δ1, . . . , δn} = {δ
′
1, . . . , δ
′
n′} .
Dans le deuxième as le lemme est une onséquene immédiate de 6.6.
Dans le premier as, il est évident, par réurrene omme dans 6.4, que
δ′l(v) = δl(v) pour v = 1, . . . , ω〈δ′1,...,δ′n′〉
t
et ω〈δ1,...,δn〉t = ω〈δ′1,...,δ′n′〉
t
. On
ahève la démonstration ave le théorème 6.6. 
On rérit le lemme dans les notations qu'on utilisera dans [Mi1℄. On
rappelle qu'on a déni, pour g ∈ D×, ν(g) = |NrdD(g)|F .
Dénition A.2. Soit pi ∈ Irr(Gn), quotient de Langlands de τ1 ×
· · · × τr, où τ1, . . . , τr sont des représentations essentiellement de arré
intégrable. Notons alors θ∗m(pi) le quotient de Langlands de
ν
m−2n−1
2 × · · · × ν
−m+1
2 × ν
m−n
2 τ˜1 × · · · × ν
m−n
2 τ˜r.
Corollaire A.3. Soient ρ une représentation uspidale de Gp, ρ 6={
ν
n+1
2
ν
2m−n+1
2
, pi1 ∈ Irr(Gn−p), et pi l'unique sous-représentation irrédu-
tible de ρ × pi1. Notons pi
′
l'unique sous-représentation irrédutible de
ν
−p
2 θ∗m−p(ν
−p
2 pi1)× ν
m−n
2 ρ˜. Alors
pi′ = θ∗m(pi).
Démonstration. En eet, par 4.7, on peut supposer que pour tout i ≤ r,
supp(τi) ⊂ R
(
ν
n+1
2
)
. De même ρ ∈ R
(
ν
n+1
2
)
, sinon le résultat est
trivial. Soit c ∈ R tel que ρ = ν−c et soient ∆′1, . . . ,∆
′
r des segments
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tels que pi1 = 〈∆
′
1, . . . ,∆
′
r′〉
t
. Alors pi est, par 7.1, l'unique sous-module
irrédutible de
〈
∆˜′1, . . . , ∆˜
′
r′
〉t
×〈νc〉. Le orollaire déoule maintenant
du lemme A.1, ave b = −n−1
2
et a = m− n.

Est-il possible de montrer e théorème sans utiliser tous les aluls
de la setion préédente ?
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